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΄Ασκηση 1. ϑεωρούµε τους ακόλουθους υποχώρους του R4
:

V =
{
(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x2 − 2x3 + x4 = 0

}
W =

{
(x, x, x, x) ∈ R4 | x ∈ R

}
(1) Να εξετασθεί αν ισχύει ότι R4 = V⊕W.

(2) Αν R4 6= V⊕W, να ϐρεθούν υπόχωροι U και Z του R4
έτσι ώστε :

R4 = V⊕ U = W⊕ Z
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Λύση. ΄Εχουµε :

V = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x2 − 2x3 + x4 = 0}
= {(x1, 2x3 − x4, x3, x4) ∈ R4 | x1, x3, x4 ∈ R}
= {x1(1, 0, 0, 0) + x3(0, 2, 1, 0) + x4(0,−1, 0, 1) | x1, x3, x4 ∈ R}
= 〈(1, 0, 0, 0), (0, 2, 1, 0), (0,−1, 0, 1)〉

και

W = {x(1, 1, 1, 1) | x ∈ R} = 〈(1, 1, 1, 1)〉
Το σύνολο διανυσµάτων {(1, 0, 0, 0), (0, 2, 1, 0), (0,−1, 0, 1)} αποτελεί ϐάση του V αφού είναι

γραµµικά ανεξάρτητα και άρα dimR V = 3. Επίσης dimR W = 1. Το άθροισµα V + W δεν

είναι ευθύ αφού ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 2 1 0
0 −1 0 1
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

δηλαδή τα διανύσµατα {(1, 0, 0, 0), (0, 2, 1, 0), (0,−1, 0, 1), (1, 1, 1, 1)} είναι γραµµικά εξαρ-

τηµένα, και άρα dimR(V+W) 6= dimR V+dimR W = 4. ∆ιαφορετικά, εύκολα παρατηρούµε

ότι V ∩W = W 6= {~0}. Εποµένως R4 6= V⊕W.

Στη συνέχεια ϑέλουµε να ϐρούµε υπόχωρους U και Z του R4
έτσι ώστε : R4 = V ⊕ U =

W ⊕ Z. Αφού ο υπόχωρος V αποτελείται από τρια διανύσµατα πρέπει απλά να επιλέξουµε

κατάλληλα ακόµα ένα διάνυσµα ~ε ∈ R4
έτσι ώστε το σύνολο διανυσµάτων

{(1, 0, 0, 0), (0, 2, 1, 0), (0,−1, 0, 1), ~ε}
να είναι ϐάση του R4

. ΄Εστω U = 〈(0, 0, 0, 1)〉. Τότε το σύνολο

{(1, 0, 0, 0), (0, 2, 1, 0), (0,−1, 0, 1), ~ε = (0, 0, 0, 1)}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα R4 = V⊕ U. ΄Εστω ο υπόχωρος του R4

:

Z = 〈(0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)〉
Τότε εύκολα διαπιστώνουµε ότι το σύνολο {(1, 1, 1, 1), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)} είναι

γραµµικά ανεξάρτητο και άρα έχουµε ότι R4 = W⊕ Z. 2


